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Practica 8

Introduccion a las transformaciones lineales

Definiciones y propiedades

Transformaciones lineales de R" a R

Una transformacion lineal T: R" — R™ es una funcién que satisface las dos propiedades si-

guientes:

TL1. Sive R"yweR", T(v+w) =T(v) + T(w).
TL2. Sike Ry veR", T(kv) =kT(v).

Son transformaciones lineales:

» La funcién nula 0: R” — R™, dada por 0(v). = 0 para todo v € R".

» La funcién identidad id: R” — R", dada por id(v) = v para todo v € R".

Propiedades. Cualquier transformacion lineal T: R" — R™ satisface:

a) T(0)=0
b) T(—v)= —T(v) para todo v € R”
c) T(v—w)=T(v)—T(w) para vy w € R"

d) T(mvi+avo+---+a,vy)=a1T(vy) +axT(vp) + - - - +a,T(v,) para ay,az,...,a, € R,

vi,Vo, ..., v, € R™,

Dada una transformacién lineal T: R" — R™, existe una tinica matriz A € R™*" tal que T

puede escribirse en la forma

X1
T(x1,...,x0)=A| ¥ |, 6 T(x)=Ax

Larepresentacion T(x) = Ax se llama la expresion matricial canénica de T y a la matriz A sela

denomina la matriz de la transformacion lineal T . Escribiremos At para representar esta matriz.

Teorema. Si {vy,vy,...,v,} esunabase de R" y wy,wy,..., W, son vectores (no necesaria-
mente distintos) en R™, entonces hay una tnica transformacion lineal T: R" — R tal que

T(Vl) = Wy, T(VZ) = Wy,..., T(Vn) = Wy.
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Geometria y transformaciones lineales en el plano
Algunas transformaciones lineales T: R?> — R? pueden interpretarse geométricamente.

» Rotacion de dngulo 6 en el sentido contrario al de las agujas del reloj:

Ay — ( cos(f) —sen(6) )
sen(f)  cos(6)

» Homotecia de factor k € R~o: T(x) = kx. Puede ser una dilatacién (si k > 1) o una

k 0
contraccion (si k < 1). En este caso, At = ( Nl ) :

1 k
» Deslizamiento cortante en la direccion x con factor k: At = ( 0 1 >

10
n Deslizamiento cortante en la direccion y con factor k: Ar = ( - )

Imagen y preimagen de un conjunto por una transformacién lineal

Si T: R" — R™ es una transformacion lineal, S C R", w € R"™ y M/C R™, notamos:

T(S) = {weR"/w=T(s)cons €S} (imagen de Spor T)
“Yw) = {veR"/T(v) =w} (preimagen o imagen inversa de w por T)

T
T1 (M) = {veR"/T(v) €M} (preimagen oimagen inversa de M por T)

Propiedades. Si S es un subespacio de R", entonces T(S) es un subespacio de R™.

Si T es un subespacio de R™,entonces T~1(T) es un subespacio de R".

Si T: R" — R™ es una transformacion lineal, llamamos:

» niicleo de T al conjunto Nu(T) = {v e R"/ T(v) =0},

» imagen/de T al conjunto Im(T) = {w € R"/w = T(v) conv € R"}.
Observamos que Nu(T) = T-1(0), Im(T) = T(R").
Propiedades. Si T: R" — R™ es una transformacion lineal, entonces:

a) Nu(T), Im(T) son subespacios de R" y R™ respectivamente.

b) Si {vi1,va,...,v,;} es un conjunto de generadores de R", {T(vq1),T(v2),...,T(v,)} es

un conjunto de generadores de Im(T).
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c) dim(Im(T)) = rg(Ar).
Teorema de la dimension. Si T: R"” — R es una transformacion lineal, entonces

dim(Nu(T)) + dim(Im(T)) = n.

Clasificacién, composicién e inversa

Decimos que una transformacioén lineal T: R" — R es:

7

» monomorfismo si es inyectiva, esto es, si verifica “ T(v) = T(w) = v=w".

 epimorfismo si es suryectiva, esto es, si Im(T) = R™.

= isomorfismo si es biyectiva, es decir, si es monomorfismo y epimorfismo.
Propiedades. Si T: R" — R™ es una transformacion lineal, entonces:

a) T es monomorfismo siy sélo si Nu(T) = {0}.

b) Si T es monomorfismo y {vi,Vp,...,v,} es linealmente independiente, entonces

{T(v1),T(v3),...,T(v,)} eslinealmente independiente.

Si T: R" — R" es una transformacioén lineal, entonces T es isomorfismo si y sélo si “Si

{v1,v2,..., vy} es unabase de R", entonces {T(vy), T(v2),..+;T(v,)} es una base de R"”.

Dadas dos transformaciones lineales, T: R" — R™ y S: R — R, la composicién
SoT: R%:— Rk, definida por (S o T)(v) = S(T(v)),

es una transformacion lineal. La matriz de la composicion SoT es Asor = AsAT.

Si T: R" — R" es isomorfismo, la funcién inversa
T 1:R™% R?, quecumple ToT ' =id y T 'oT =id,
es isomorfismo. LLa matriz de la inversade T es Ay 1 = (A7)~ '.

Propiedad. Si Tt R" = R" y S: R" = R" sonisomorfismos, entonces So T es isomorfismo y
se verifica (So T)~' =T 10571,

Una transformacion lineal p: R" — R" es un proyector si pop = p.
p proy pop=p

Si p: R" — R" es un proyector, entonces para todo v € Im(p), vale p(v) =v.

Son ejemplos de proyectores la proyeccién ortogonal sobre una recta en R?, o sobre un plano

o una recta en R3.
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Ejercicios

Ejercicio 1. Determinar sila funcién T es una transformacién lineal.
a) T:R? — R?, T(x1,x) = (x1+3,—x2).
b) T:R3 = R? T(xq1,x,x3) = (x1 — x2,2x1).
c) T:RZ2 = R4, T(x1,x0) = (x1,x2,0,0).
d) T:R3 = R3 T(x1,x,x3) = (3x1 — x2,x3,2%3) .
e) T:R* = R?, T(x1,x2,x3,x4) = (x3 —3x2 + x3 — 2%4,8%1 — 4xp — x5 + x4)

f T:R* = R4, T(xq,x2,x3,x4) = (x1, X1 + X0,%1 + X3+ x3, —2x4, X1 + X2 + X3 +xg)

Ejercicio 2. En cada caso, hallar la expresion funcional de T(x) = Ax.

12 2
a) T:R2 5 R?, A= byT: R2 5 R2, A= 3
—1 0 -4 —6
Lo 3 -1 0
c) T:RZ_)RZ'A:<O 1) d T:RE-RSA=12 11
0 2
1 —1 00
) T:R3—-R3 A= 10 1 HT:RE-RS A= 10
2 0 01
-1 20 1
9) T:R* - R3/A = 001 —1
210 0

Ejercicio 3. En cada caso, hallar la expresiéon matricial canénica de T.
a) T:R2 — R2, T(xq,x) = (x1 + 3%, %1 — x2)
b) T:R3 = R3, T(x1,x2,x3) = (x1 g +a3,x1 — x2,2%2 + x3).
c) T:R3 = R3, T(x1,x0,x3) = (x1,%1 + X2, %1 + %2 + x3).

d) T:R?> = R3, T(x1,x) = (—x1 + xp, %1 + 3%, %1 — X2)
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e) T: R4 — IRB/ T(‘xll X2, X3, x4) = (x4/ X2, X1 — x3)

Ejercicio 4. Decidir si existe una transformacién lineal T que satisface:
a) T:R?2 - R?, T(1,-1) = (3,0), T(2,-2) = (0,—-2)
b) T:R® - R?, T(1,-2,0) = (3,4), T(2,0,1) = (-1,1),2T(0,4,1) = (-7,-7)
¢) T:R® = R3 T(1,1,1) = (2,3,4), T(0,1,1) = (1,2,4),. T(1,2,2) = (1,1,5)
d) T:R* - R3 T(1,1) =(2,1,1), T(1,0) = (0,2,0), T(52) = (4,8,2)

Ejercicio 5. Hallar las expresiones funcional y matricial de la transformacién lineal T.
a) T:R3— R3 talque T(1,0,0) = (2,1,—1), T(0,1,0) = (3,—1,1) y T(0,0,1) =(0,0,4).
b) T:R?®— R3 tal que T(2,0,0) = (4,2,2), T(0,4,0) = (1,1,1) y T(0,0,3) = (0,0, —1).
c) T:R3— R3talque T(1,1,-1) = (0,3,1), T(1,0,1) = (2,—1,1) yT(1,1,0) = (3,2,4).
d) T:R?— R? tal que T(1,—1) = (2,1)y T(1,1) = (0,1).

Ejercicio 6. Hallar todos los valores de k € R tales que

1
a) T:R?> - R?, T(x) = ( £ ) x, verifica T(1,1) = (£8,2).

0 2
1 -10
b) T:R3—=R3, T(x).= | 02 1 |x, verifica T(1,2,1) = (-1,5,—6).
1. 0 k

Ejercicio 7. Hallar la.expresién matricial de la simetria en R? respecto a

a) el eje x b) el eje y c) larecta y =x d) larecta y = —x
Ejercicio 8. Hallar la expresion matricial de la simetria en R3 respecto al

a) plano xy b) plano xz ¢) plano yz
Ejercicio 9. Hallar la expresion matricial de la proyeccion ortogonal en R? sobre

a) el eje x b) el eje y

Ejercicio 10. Hallar la expresién matricial de la proyeccién ortogonal en R? sobre

5
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a) el plano x b) el plano xz ¢) el plano yz
p Y p p y

Ejercicio 11. Hallar la imagen del vector (3, —4) cuando se lo hace girar, en el sentido contra-

rio al de las agujas del reloj, con un dngulo de:

T T T
En cada caso, dar la expresiéon matricial de la rotaciéon correspondiente al angulo dado.

Ejercicio 12. Hallar la expresion matricial de la rotacién.de dngulo

7T . . . > .
a) ¢ en sentido contrario al de las agujas del reloj con respecto al eje x.

3

b) — en sentido contrario al de las agujas del reloj con respecto al eje v .

a B~

c) 5 en sentido contrario al de las agujas del reloj con respecto al eje z.

Ejercicio 13. Hallar la expresion matricial‘de la transformacién lineal en'R? que produce un

deslizamiento cortante con un factor de

a) k =4 enla direccién y. b) 'k = —2 en la direccion x.

Ejercicio 14. Hallar la expresién matricial de la transformacion lineal en R? que produce
a) una dilatacion de factor k= 2.
1
b) una contraccién de factor k = 5

¢) una dilatacién de factor k = 2 en la direccion x.

1
d) una contraccién de factor k = 5 en la direccion y .

Ejercicio 15. Hallar la imagen del cuadrado unitario de R?, es decir el cuadrado con vértices
en (0,0), (1,0),(1,1) v (0,1), por las transformaciones lineales de los ejercicios 7,9, 11, 13 y
14.

Ejercicio 16. Hallar la imagen del rectdngulo con vértices (0,0), (1,0), (1,2) y (0,2) bajo
a) una simetria con respecto a la recta y = x.

. p 7T . . . .
b) una rotacion de dngulo 7 sentido contrario al de las agujas del reloj.

. 1 oo
¢) una contraccién con factor 5 en la direccién y.
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d) una dilataciéon con factor 3 en la direccién x.
e) un deslizamiento cortante con factor 2 en la direccién x.

f) un deslizamiento cortante con factor 1 en la direccién y-

Ejercicio 17. Hallar una base de laimagen T(S) del subespacio S por la transformacion lineal

T. Interpretar geométricamente.

1
a) T:RZ—HRZ,T(X):< , g)x,yS:{xeRz/xl—xzzo}.
1 1
b) T:R¥ = R3, T(x)= 1| 0 —1 | x, para
1 0
(1) S={x € R3/x; +x,+2x3 =0} 1 S=1((1,2,0))

Ejercicio 18. Hallar la preimagen T~ !(M) del conjunto M por la transformacién lineal T.

Interpretar geométricamente.
a) T:R? — R?, T(x) = (8x1,3x; —x), para

N M={(1,2)} () M={(1,1))

2 0
M) M={(3,k}, keR. () M=+x € R2/ x;+x, =0}

1
b) T:R?> - R?, T(x) = ( O)x, para

c) T:R3 — R3, T(x) = (x1 — x3,x,%2), para

m M=1{(=212)} () M={(-2,1,2)) () M= ((2,1,1)
1 1.0
d T:R =R T(x)=| 0 -1 1 |x, para
1 23
1 M={(2,-1,3)} ) M= {xeR3¥ x;+x+x; =0}

() M=((2,-13))
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Ejercicio 19. Sean T: R® — R? la transformacién lineal T(x1,x,x3) = (x1 — X2, %2 + x3),
w=(2,3),S={((1,2,1)) y T = {x € R?/ 3x; — 2x, = 0}. Hallar T(S), T-}(w) y T~}(T).

Ejercicio 20. Hallar una base del nticleo y una base de la imagen de T .
a) T: R = R3, T(xq,x,x3) = (x1 +x2 + X3, X1 — X2,2%7 + X3)
b) T:R> = R3, T(xq,x2,x3) = (x1 + x3,0,x2 + 2x3)
c) T:R* = R3 T(x1,x0,x3,%3) = (X1 — X3, X2 + 2%xy4, X1 + X2 — &3 + 2x4)

d) T:R* = R3, T(x1,x,x3,%1) = (x1 — X3, —X3+%4, X1)

1 31
Ejercicio 21. Sea T: R?® — R3 la transformacion lineal con matriz At = 2 21
-1 10
a) Calcular T(1,0,—2) y T(0,0,1).
b) Dar bases de Nu(T) e Im(T).
c¢) Calcular T-1(-1,1,-2).
3 12 2
Ejercicio 22. Sea T: R® — R3 la transformacién lineal con matriz Ay = 2 1 -1
-1 13 5
Calcular la dimensién de Im(T).
13 2
Ejercicio 23. Sea T: R3' - R3, T(x) = | —1 2 3 [x:Hallar todos los valores de k € R
21 —-1

para los cuales (2k?,2,3k) € Im(T).

Ejercicio 24. Sea T: R3>'— R3 la transformacion lineal tal que T(0,0,2) = (1,-2,-1),
T(0,1, 1) = (3,—-2)0) 'y T(2,1,0) = (1,2,2).

a) Calcular T(0,2,—1).

b) Hallar una base de Im(T) y una base deNu(T).
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Ejercicio 25. Para cada una de las transformaciones lineales T del ejercicio 3, calcular rg(Ar),
dim(Im(T)) y dim(Nu(T)). Decidir cudles son monomorfismos, epimorfismos e isomorfis-

mos.

Ejercicio 26. En cada caso, definir, si es posible, una transformacion lineal que verifique las

condiciones enunciadas.
a) T:R? — R? tal que Nu(T) = {x € R?/x; +2x, = 0}, Im(T) = ((1,0))
b) T:R3®— R3 tal que Nu(T) = {x € R¥/x; + x, =0}
c) T:R3— R3 tal que (1,1,2) € Nu(T), Im(T) = ((1,0,1),(2,1,0))
d) T:R3— R? tal que (1,0,1) € Nu(T) y T es epimorfismo
e) T:R® — R3 tal que Nu(T) = Im(T)
f T:R3— R3 talque Nu(T) C Im(T) y T(3,2,1) = T(-1,2,0) #0
Ejercicio 27. Sean S; = {x € R3/2x; —xp +x3= 0;x1 —3x3 = 0}, S = {x € R3/2x; —

xp +4x3 =0}, T; = ((1,0,1),(0,1,1)) y T, =((2,1,3),(0,0,1)) . Hallar una transformacién
lineal T: R® — R3 que verifique simultdneamente: T(S;) C Ty, T(S;) C Tr y Nu(T) # R3.

Ejercicio 28. Sean las transformaciones lineales T;: R?> — R?, Tj(x1,%2) = (x1 — x2, X1 +2x3)

10
1 01
T: R® — R?, Tz(x):( < 3>x,yT3:R2—>R3 talque A7, = | —1 0 |.Hallar
2 2

las expresiones matricialesde T1.0 Ty, T,oT3 y T30 Tp.

Ejercicio 29. Hallar S =T, 0Ty, T = T; o T, y determinar el nticleo y la imagen de Ty, T3,
SyT.

a) Ti: R3S =R, Ti(xy,x2,x3) = (x1,1 4 X2 — x3);
Tz: RZ — R3, Tz(xl, xz) = (x1 — X2, X1, xz) .

b) Ti: R® — R? la transformacién lineal tal que T;(0,0,1) = (0,—1,1), T;(0,1,1) =
(1,0,1)-y T1(1,1,1) = (1,1,0);
T, : R3 — R3, To(xq,x2,x3) = (2x1 + X3, X2 — Xx3,2x1 + X2) .

Ejercicio 30. Encontrar la matriz para la composicién de transformaciones lineales de R? que

se indica.
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- P 7T . . . . .
a) Una rotacion de angulo 5 en sentido contrario al de las agujas del reloj seguida de una

simetria con respecto a larecta y = x.

. . . . 1
b) Una proyeccién ortogonal sobre el eje y seguida de una contraccion con factor k = 5
c) Una simetria con respecto al eje x seguida de una dilatacion con factor k = 3.

d) Una rotacién de angulo % en sentido contrario al de las agujas del reloj seguida de

una proyeccion ortogonal sobre el eje x, seguida detina simetria con respecto a la recta
y=x.

. ., . sz z 7-[ .
e) Una dilatacion de factor k = 2 seguida de una rotacién de angulo 7 sentido contra-

rio a las agujas del reloj seguida de una simetria con respecto al eje y .

. . 7T . . . . .
f) Una rotacién de angulo I en sentido contrario al de las agujas del reloj seguida de una
T
rotacion de dngulo —— en sentido contrario al de las agujas del relgj, seguida de una

12
rotacion de angulo % en sentido contrario al de las agujas del reloj.

Ejercicio 31. Encontrar la matriz para la composicion de transformaciones lineales de R® que
se indica.

a) Una simetria con respecto al plano yz seguida de una proyeccién ortogonal sobre el

plano xz.

b) Una rotaciéon de dngulo g en sentido contrario al de las agujas del reloj respecto del eje

y seguida de una dilatacién de factor k = /2.

c) Una proyeccién ortogonal sobre el plano xy seguida de una simetria con respecto al

plano yz.

d) Una rotacién de angulo % en sentido contrario al de las agujas del reloj respecto al eje

. . p 7T . . . .
x seguida de una rotacién de angulo ¢ en sentido contrario al de las agujas del reloj

: : A 1
respecto al eje z seguida de una contraccién con factor k = i

e) Una simetria con respecto al plano xy seguida de una simetria con respecto al plano xz
seguida de una proyecciéon ortogonal sobre el plano yz.
: 37 : . . . :
f) Una rotacién de dngulo - en sentido contrario al de las agujas del reloj respecto al eje

. .y P 7T . . . .
x seguida de una rotacién de dngulo 5 en sentido contrario al de las agujas del reloj
respecto al eje vy, seguida de una rotaciéon de dngulo 7t en sentido contrario al de las

agujas del reloj respecto al eje z.

10
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Ejercicio 32. Hallar la funcién inversa del isomorfismo T .
a) T:R3— R3 talque T(1,1,-1) = (1,-1,1), T(2,0,1) = (1,1,0) y.T(0,1,0) = (0,0,1).

b) T:R? = R?, T(x1,x) = (x1,x1 — x2).

3 -10
o T:R3—=R, T(x)=| 1 21 |x
0
1 2 5
Ejercicio 33. Sea T: R® — R3 la transformacion lineal con matriz Ar = | 3 —1 2
2k -8

Hallar todos los valores de k € R tales que T es monomorfismo.

Ejercicio 34. Sea T: R® — R3 la transformaciénlineal tal que T(1,1,1) = (1,1,2), T(1,2,0) =
(-1,1,1) y T(1,0,0) = (0,1,1 + k). Hallar todos los valores de k €-R para los cuales
Nu(T) # {0}

Ejercicio 35. Sea T: R3 - R?, T(x)=| 0 0 —1 |x.

a) Calcular To T(3,0,0), ToT(1,=2,0) y ToT(0,0,1).

b) Hallar bases de Nu(ToT) yde Im(ToT).

Ejercicio 36. Sean S = {x €R3/ x; —xp —x3 =x1 + 13 =0} y'T = {x € R®/2x; — x, = 0}.
Definir una transformacién lineal T: R?® — R3 que verifique simultdneamente Nu(T) = S y
Nu(ToT)=T.

Ejercicio 37. Determinar si la transformacion lineal p es un proyector.
a) piR3 5 R, p(x1,x0,x3) = (x1,0,0)
b) p: R2 - R2, p(x1,x2) = (x2,0)
¢) p:R2=R?, p(x1,x2) = (2x1 — 2x2, X1 = X2)

d) p: R = R3, p(xq1,x2,x3) = (2x1 — 2x2, %1 — Xx2,0)

Ejercicio 38. Definir un proyector p tal que

11
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a) p:R?—=R?, Nu(p) = ((—1,2)), Im(p) = ((—1,1)).
b) p:R3— R3, Nu(p) = ((1,1,-2)). ¢Es tGnico?

c) p:R3—=R3 Nu(p) = ((2,—-1,3)), Im(p) = {x € R3/ 2x; = xo +3x3 = 0} . Interpretar

geométricamente.

Ejercicio 39. Hallar la imagen del cuadrado unitario de R? por la transformacién lineal T y

calcular su &rea. Graficar.
a) T:R?2 = R?, T(x1,x2) = (2x1,3x2)

b) T:R? — R?, T(x1,x2) = (2x1 + x2,x1 + 3x2)

Ejercicio 40. Hallar la imagen del cubo unitario de R?® por la transformacién lineal T y cal-

cular su volumen.
a) T: R — R3, T(xy,x2,x3) = (2x1,3x2,5x3)

b) T:R3 = R3, T(x,x) = (2x1 — xp %3, X1 + 2x2, X + 3x3)

Ejercicios surtidos

1. Sea T: R3 — R3 una transformacion lineal que satisface: To.T.= 0, T(1,0,0) = (1,2,2)
y (0,0,1) € Nu(T). Hallar la expresiéon matricial de T.

2 k —1
2. Sea T: R® — R?® latransformacion lineal tal que Ay = | —1 0 3 |,ysea v =
11 2

(0,5,1). Determinar k € R de modo que dim(Im(T)) = 2 vy, para el valor k hallado,
decidir si-w.€ Im(T).

-2 10
3. Sea T:R3 - R3, T(x) = | —5 1 k | x.Hallar todos los valores de k € R para los

-8 k 2
cuales Nu(T) # {0} y Nu(T) C Im(T).

4. Sea T: R®> — R? la transformacion lineal T(xq, xp,x3) = (x1 + x2,3x2 — x3) . Definir un

proyector p: R> — R3 tal que Top = 0.

12
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5. Sean S: R® — R3 y T: R? — R? las transformaciones lineales dadas por S(x1, x2,x3) =
1 01
(x1 4 x3,x1 + X2, X2 — x3) y At = 1 —1 0 |.Hallar (TeS 1,1))) .

0 10
 NO
0 -1
6. Sean T: R® — R3, T(x) = 1 (xyS :N/le —xp +5v3 =0}.
1
Decidirsi ToT(9,7,2) € S. @

L D

& &
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e e
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